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6.4.4 Elihu-Thomson skokok ko ok

1 Motivation

Ein als Sekundérspule dienender geschlossener Aluminiumring wird durch Selbstinduktion von
der Primérspule abgestossen und in die Hohe geschleudert. Ein offener Aluminiumring bleibt
dagegen liegen.

2 Experiment

Abbildung 1: Induktion mit geschlossenem Aluminiumring

Auf ein senkrecht stehendes, eng gewickeltes Solenoid (Primérspule) wird am oberen Ende ein
Aluminiumring als Sekundérspule gelegt. Das Solenoid wird iiber einen Schalter an die Wech-
selspannungsquelle (v = 50Hz) angeschlossen (siche Abb. 1). Man verwendet sowohl einen
geschlossenen als auch einen offenen Aluminiumring (siehe Abb. 2).

a) Der geschlossene Aluminiumring wird etwa 4m in die Hohe geschleudert,

b) hélt man ihn aber auf der Unterlage fest, dann erwérmt er sich stark,

c) der durchgesigte Aluminiumring dagegen bleibt liegen.

Physikdepartement E'TH Ziirich



V060404 FElihu-Thomson

Abbildung 2: Drei verschiedene Aluminiumringe

3 Theorie
3.1 Das Induktionsgesetz

Ein zeitlich verdnderliches Magnetfeld erzeugt nach Maxwell ein elektrisches Wirbelfeld (siehe
Abb. 3):
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Abbildung 3: Die Richtung der induzierten E-Feldes. Das Magnetfeld B zeigt nach oben und
nimmt mit der Zeit zu.
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Wir integrieren Gl. (1) {iber die von der Kurve C umrandeten Fliche A und formen das Ober-
flachenintegral auf der linken Seite mithilfe des Stokesschen Satzes in ein Linienintegral iiber C
um; beim Integral auf der rechten Seite nehmen wir an, dass sich die Geometrie zeitlich nicht
dndert, so dass wir das Flachenintegral mit der Zeitableitung vertauschen kénnen:

1ﬂmedA:!C§>dA (2)
N —fE«ﬁ:i/§¢g:¢ (3)
A A =do

Damit erhalten wir fiir die induzierte Spannung Ujq:

Uind = +@, (4)

wobei ® der magnetische Fluss durch die von C umschlossenen Kurve ist.

In den meisten Lehrbiichern erscheint félschlicherweise ein negatives Vorzeichen in dieser Glei-
chung. Um dies aber zu erreichen, wird die Spannung Uy () eines Punktes (1) beziiglich eines
Punktes (0) fiir elektrische Wirbelfelder entgegengesetzt zur Spannung in Potentialfeldern defi-
niert:

1
Uioy =-— / E -dr Potentialfeld
0 Falsch! (5)
Uioy = +/E -dr Wirbelfeld
0

Zum Beweis fiir unsere Behauptung berechnen wir die elektrische Spannung Uy (o) des Punktes 1
beziiglich des Punktes O fiir ein Potential- und fiir ein Wirbelfeld (sieche Abb. 4). Wir verwenden
dazu jeweils eine positive Probeladung ¢, auf die ja die Kraft F' in Richtung des elektrischen
Feldes gemaéss

F =g4E (6)
wirkt, was einer negativen Spannung entspricht.

Als Beispiel fiir ein Potentialfeld wihlen wir das Feld eines Plattenkondensators:
1
Ul(o):—/E'd’l"<0 (7)
0

Das Wirbelfeld werde durch die zeitliche Anderung B der magnetischen Flussdichte B erzeugt,
welche im Bild in die Zeichenebene hineinzeigt. Damit ist das induzierte E-Feld entgegengesetzt
zum Uhrzeigersinn gerichtet. Beim Verschieben der Probeladung auf dem Kreisbogen vom Punkt
0 zum Punkt 1 gewinnt die Ladung Energie, so dass fiir die Spannung gilt:

1
0
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Abbildung 4: Elektrische Spannung U;) des Punktes 1 beziiglich des Punktes 0 fiir ein
Potential- und fiir ein Wirbelfeld. Die zeitliche Anderung B der magnetischen Flussdichte B
zeigt in die Zeichenebene hinein. In beiden Féllen gilt dieselbe Definition der Spannung, die
bei beiden Beispielen negativ ist, so dass die positive Ladung ¢ beschleunigt wird und das Feld
Arbeit leistet.

Wir miissen nun noch zeigen, dass fiir das Ringintegral Gln. (3) und (4) gelten. Die in Richtung
des E-Feldes berechnete Spannung ist

Mm:—%Emh<0 )

Der zu dieser Orientierung gehorende Flichenvektor A zeigt aus der Papierebene heraus, so dass
fiir die zeitliche Anderung des magnetischen Flusses folgt:

d=B-A=—|B|-|A|<0 (10)
Aus den identischen Vorzeichen von Uj,q und & folgt schliesslich die Giiltigkeit der Gl. (4).

Wenn wir nun die Integrationsrichtung in Gl. (7) umkehren,

0
1
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Abbildung 5: Die in der Schleife induzierte Spannung ist gleich dem Linienintegral des elektri-
schen Feldes iiber die Schleife. Das Innere der Leiterschleife ist feldfrei!

erhalten wir die positive Spannung
Uory = —Uy0) > 0, (12)

so dass auch das Ringintegral in Gl. (9) das Vorzeichen wechselt und bei dieser Integrationsrich-
tung positiv wird. Nun hingt aber der Flachenvektor A als Axialvektor vom Drehsinn seiner
Umrandung ab, das heisst, A wechselt ebenfalls das Vorzeichen, so dass auch der Fluss des
Magnetfeldes nun positiv ist. Damit gilt unabhéngig von der Integrationsrichtung

Uing = +® (13)

3.2 Offene Leiterschleife im veridnderlichen Magnetfeld

Wir betrachten eine Leiterschleife in einem Magnetfeld. Wir nehmen an, dass sich das Feld
mit der Zeit &ndert. Eine Spannung wird induziert. Siehe Abb. 5. Da die Leitungselektronen
im Metall beweglich sind, werden sie im Uhrzeigersinn so lange verschoben, bis das von ihnen
erzeugte elektrische Feld das &ussere, induzierte Feld kompensiert. Aus diesem Grund ist der
Pol B negativ, der Pol A dagegen positiv geladen. Weil das Ringintegral {iber den Kreis nicht
verschwindet, gilt

UB(A) = —]{E -dr (14)

Demnach fillt die gesamte Spannung zwischen den beiden Polen ab, und die elektrische
Feldstérke ist entsprechend dem Verh#ltnis von Polspalt zu Kreisumfang vergrossert! Da der
Leiter nicht geschlossen ist, fliesst kein Strom.
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3.3 Geschlossene Leiterschleife im verinderlichen Magnetfeld

In einer geschlossenen Leiterschleife bewirkt das induzierte elektrische Feld einen Strom. Die
Stromdichte j betrédgt bei rein Ohmschem Widerstand

j=0oE, (15)
wobei o die elektrische Leitfahigkeit bedeutet.
Das Feld der Primérspule sei gegeben durch
B(t) = Bysinwt (16)

Dann ist
E(t) = Egcoswt = U(t) = Uycoswt (17)

Die Induktivitidt L der Sekundéirspule bewirkt eine Selbstinduktion, welche die induzierte Span-

nung schwécht. Es gilt daher '
U—-LI=RI, (18)

wobei R der Ohmsche Widerstand ist.
Wir 16sen die Differentialgleichung (18) mit dem Ansatz

U=Upe® und I = Ie'@H?) (19)
Daraus folgt

Us ewt T I ei(wt+¢) = RI, ei(wt+w)
= Uy —iwLIye™ = RIye™

. UO
TpeV = ———
T RyiwL
w_ Up R—iwL
e —_—— e —_-—
I() R2 + w2L2
Der Koeffizientenvergleich ergibt
in 1 Uy wlL
sinyg) = —— ———5—
IO R2 + w2L2
- Iy R +w?L?
wlL
= t =—— 20
an i (20)

Wir unterscheiden im Folgenden zwei Félle:

wL >R = I=Iyelwt-7/2)
wL <R = I=Ie*!
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Abbildung 6: Kraftwirkung der magnetischen Flussdichte B, auf ein Leiterstiick der Linge ds.

Als néchstes berechnen wir die Kraft, die vom inhomogenen Magnetfeld B(r) der Primérspule
auf die Leitungselektronen und damit auf die Stromdichte j in der Sekundérspule ausgeiibt wird.
Die senkrechte Achse der Primérspule sei die z-Achse. Dann ist die Stromdichte

—sin
J = jocoswt cos = jocoswt e, (22)
0

mit dem Azimutwinkel ¢.

Das (rotationsinvariante) Magnetfeld stellen wir in Zylinderkoordinaten dar:
B(r,t) = B(r,z,t) = Bre, + Boe, + B.e. (23)

Die Lorentzkraft auf die Ladung ¢ eines Elektrons (negative Ladung!) der Geschwindigkeit v;
betragt

F,=qv;,xB (24)
Die Kraft dF auf ein Leiterstiick der Linge ds und mit Querschnitt A betragt dann
dFF = (j x B)Ads=(j x B)Ardyp (25)

Wir berechnen zunéchst das Vektorprodukt (j x B):
Jjx B =(—joey,) x (Bre, + Bye, + B.e)
= jO (Brez - Bzer) (26)
Das negative Vorzeichen bei der Stromdichte ist auf das negative Vorzeichen in der Maxwellglei-

chung zuriickzufiithren. Bei nach oben zunehmenden Magnetfeld ist der Strom im Uhrzeigersinn
gerichtet, also in Richtung von —e,.

Im Gegensatz zur z-Komponente verschwindet die Radialkomponente der Kraft bei der Integra-
tion der Kraft {iber den gesamten Ring aus Symmetriegriinden (siehe Abb. 6).

Die resultierende Kraft ist damit

2m 21
F = /dF = joB,Ar - e, /dcp (27)
0 0
= joB,A-2nr-e, (28)
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Mit jg - A = I erhalten wir schliesslich:

F =2nrlB, -e, (29)

Als Letztes untersuchen wir noch die Zeitabhéngigkeit der Kraft. Der induzierte Strom betragt
gemiss Gl (21)
I(t) = I,coswt + I sinwt, (30)

wobei wir beide Extremfille von Gl. (21) gleichzeitig behandeln (WL > R — I, = 0,1 > 0)
und (WL < R — I, > 0,1, = 0). Die Zeitabhéngigkeit der resultierenden Kraft auf den Ring ist
damit:

F(t) =2nr - (Brosinwt) - (I coswt + Iy sinwt) - e, (31)
= 21r B, (I, sinwt coswt + Iy sin? wt) - e, (32)
Bei der Integration iiber eine Periode der Schwingung verschwindet der erste Term, wiahrend

der zweite Term keine negativen Beitrége enthélt und damit eine resultierende Kraft nach oben
ergibt!

Die notwendige Bedingung fiir das Hochfliegen des Ringes ist damit eine grosse Selbstinduktivitét
L und ein kleiner Ohmscher Widerstand R!
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